Aplicaciones de la derivada en el análisis de funciones

Función creciente y/o decreciente.
Creciente  en xo si para   x > xo     F(x) ≥ F(xo)   ► F ' (xo) ≥ 0 

Decreciente  en xo si para   x > xo     F(x) ≤ F(xo)   ► F ' (xo) ≤ 0  
Definición 1:
Sea [image: image1.png]


 un intervalo y sea f una función con dominio I. Entonces: 

· Decimos que f es creciente en I si [image: image2.png]


 a, b ϵ I,  tales que a < b se tiene que f(a) ≤ f(b) 

· Decimos que f es decreciente en I si  [image: image3.png]


a, b ϵ I tales que a < b se tiene que f(a) ≥ f(b) 

Si una función es creciente o decreciente diremos que es monótona. 

·  Decimos que f es estrictamente creciente en I si [image: image4.png]


 a , b ϵ I tales que a < b se tiene que f(a) < f(b) 

· Decimos que f es estrictamente decreciente en I si [image: image5.png]


a , b ϵ I tales que a < b se tiene que f(b) < f(a) 

· Si una función es estrictamente creciente o estrictamente decreciente diremos que es estrictamente monótona
Teorema 1:

Sea f una función definida en un intervalo entonces: 

    a) Si f es creciente entonces f' ≥ 0. 

    b) Si f es decreciente entonces f' ≤ 0. 

Teorema 2: 

    a) Si f' > 0 entonces f es estrictamente creciente. 

    b) Si f' < 0 entonces f es estrictamente decreciente. 

    Como consecuencia del teorema anterior tenemos que para determinar los intervalos en que la función es creciente o decreciente tenemos que estudiar el signo de la primera derivada. Para ello: 

    a) se obtiene la primera derivada de f(x) y se resuelve la ecuación que se obtiene de igualarla a cero 

    b) posteriormente se estudia el signo de la primera derivada en cada uno de esos intervalos

    d) en donde tenga signo positivo la función es estrictamente creciente y donde tenga signo negativo la función es estrictamente decreciente. 

Teorema 3:

Sea a un punto donde f es derivable, entonces, si a es un extremo relativo se tiene que f'(a) = 0. 
A éste mismo resultado se puede llegar teniendo en cuenta que en un extremo relativo la función tiene que cambiar el sentido del crecimiento y aplicando el Teorema 1 se tiene que f'(a) = 0. 
Observar que si f' (a) = 0  no quiere decir que se tenga en a un extremo relativo 
Máximos y Mínimos Relativos. 
Teorema 4: 

   i) Sea a un punto donde f es derivable con f'(a) = 0 y f''(a) < 0, entonces en a hay un máximo relativo. 

  ii) Sea a un punto donde f es derivable con f'(a) = 0 y f''(a) > 0, entonces en a hay un mínimo relativo. 

    Por tanto, para determinar los extremos relativos se calcula la segunda derivada y se evalúa en ese punto, si el resultado tiene signo positivo se tiene un mínimo; si tiene signo negativo un máximo. Si el resultado sale cero no podemos afirmar nada y tendríamos que recurrir a la derivada tercera, si evaluando la derivada sale distinto de cero no es un extremo relativo, si por el contrario sale cero tendríamos que recurrir a la cuarta derivada y realizar el mismo proceso que con la segunda y así sucesivamente hasta que logremos clasificar ese punto. 

Para determinar los máximos y mínimos relativos existen dos métodos: 

    a) Se obtienen los intervalos de monotonía y se estudia el crecimiento y decrecimiento de la función. Si en uno de esos intervalos la función es creciente y en el siguiente decreciente, siendo el extremo común de los intervalos un punto del dominio de definición en el que la función es continua, tenemos un máximo; si la función es decreciente y en el siguiente intervalo es creciente, siendo el extremo común del intervalo un punto del dominio de definición en el que la función es continua, tenemos un mínimo.
   Los puntos en los que la función no sea continua tendremos que estudiarlos aparte.

    b) El segundo método se basa en el hecho siguiente: supongamos que f' (a) = 0 y que f''(a) < 0, entonces por el teorema 2 se tiene que f' es estrictamente decreciente en un intervalo centrado en a y por tanto si x es punto de ese intervalo menor que a, como f'(a) = 0 se tendrá que f'(x) > f'(a) = 0 y por tanto la función para puntos menores que a es creciente; por otro lado si x es un punto de ese intervalo con x mayor que a, como f'(a) = 0  y f' es decreciente se tiene que f'(x) < f'(a) = 0 y por tanto para puntos mayores que a la función f es decreciente. Uniendo los dos resultados anteriores se tiene que en a la función tiene que tener un máximo. Razonando de forma similar en el caso de que f'(a) = 0 y f''(a) > 0 se tiene que en a hay un mínimo. 
Concavidad y Convexidad.
Teorema 5:

a) Si f es cóncava hacia arriba entonces f'' ≥ 0. 

b) Si f es cóncava hacia abajo entonces f'' ≤ 0. 
Teorema 6: 

Sea f una función entonces: 

a) Si f'' > 0 entonces f es cóncava hacia arriba. 

b) Si f'' < 0 entonces f es cóncava hacia abajo. 

     Para determinar los intervalos de concavidad se realizan los siguientes pasos: 

a) se obtiene la segunda derivada de f y se resuelve la ecuación que se obtiene de igualarla a cero 

b) posteriormente se estudia el signo de la segunda derivada en cada uno de esos intervalos (en esos intervalos el signo de la segunda derivada es siempre el mismo) 

c) en donde tenga signo positivo la función es cóncava hacia arriba y donde tenga signo negativo la función es cóncava hacia abajo. 

Puntos de Inflexión de una función. Máximos y mínimos de la derivada. 
 Un punto de inflexión es aquel donde la función derivada tiene un máximo o mínimo, es decir, un punto singular. Se dice que la función tiene un cambio en la concavidad.

Para calcular los puntos de inflexión hay que igualar a cero la segunda derivada y comprobar que ésta cambia de signo. Es decir, estudiar los máximos y mínimos de la primera derivada, para ello se deriva la primera derivada (segunda derivada) y se anula. En los puntos donde la segunda derivada se anule y cambie de signo, la función tendrá un punto de inflexión y su derivada un máx o un mín.
Por tanto para determinar si uno de los ceros de la segunda derivada es un punto de inflexión se calcula la tercera derivada y se evalúa en ese punto, si el resultado es distinto de cero se tiene un punto de inflexión. Si el resultado sale cero tenemos que calcular la cuarta derivada, si al evaluar en ese punto el resultado es distinto de cero no es un punto de inflexión (es un máximo o un mínimo) si sale cero tenemos que calcular la siguiente derivada y reiterar el proceso y así sucesivamente. 

Teorema 7: 

Sea a un punto del dominio de definición tal que f''(a) = 0 y que f'''(a)…0, entonces la función tiene en (a , f(a)) un punto de inflexión. 
